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前号の Quest の解答は本日5時まで受け付けます. 1年生が

かなり立派なレポートを書いてきましたよ(^^). 2・3年生も

ぜひ挑戦して下さい.

あみだくじで数学してみる③

今回は難しいです(^^;).
あみだくじを一つ考えるとそれに対して全単射が一つ定ま

る,ということを前前号で書きました. 縦線が n本あるあみだ

くじは,異なる n 個のものを並べ直す写像ができる.この写像
の集合を考えるために次のような表現を与える：

あるあみだくじに対して, スタート地点とゴール地
点の両方に,左から順に1, 2, . . ., nと番号を振る.ス
タート地点 k 番のゴール地点の番号を σ(k) と書く

ことにする.（σ は“シグマ”と読みます.）� �

例えば図1のあみだくじなら σ(1) = 3, σ(2) = 1, σ(3) = 2

となる.これをまとめて

σ =

(
1 2 3
σ(1) σ(2) σ(3)

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)
と書く.これを

::::
置換と呼びます.置換は n 個の異なるものを一

列に並べる順列と同じとなるので, n個を置換える置換の総数

は n!個になる.これをすべて集めた集合を Sn とすると, Sn は

n次対称群と呼ばれる.ん？群って何？と言うのは後ほど.

図1とは異なるあみだくじを考えてみる（図2）.
このあみだくじが表す置換を τ（タウと読む）とす

ると, τ(1) = 3, τ(2) = 2, τ(3) = 1であるから

τ =

(
1 2 3
3 2 1

)
である.
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2つの置換 σ と τ を表す2つのあみだくじをつなげてみよ
う.新しいあみだくじが出来上がり,これにより新たに置換が
生じる.

では, 実際にどんな置換が生じたのかを図3も参
照しながら考えてみよう. まず σ を表すあみだく
じによってスタート地点番号１は σ のあみだくじ

のゴール番号 σ(1) = 3 に対応し, この番号が τ を
表すあみだくじのスタート番号となるので,そのゴ
ール地点の番号は τ(3) = 1 となる. これを図式化
すると次のようになる：
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上のような操作により新しい置換が出来た. これを τσ と
書くこととする.そして次のように

τσ =

(
1 2 3
3 2 1

) (
1 2 3
3 1 2

)
=

(
1 2 3
1 3 2

)
と表す.（写像の言葉でいうと,合成写像です.）
図1～図3 を使って話を進めています. あみだくじの縦線

が3本あるので, 対応する置換 σ, τ は3次対象群 S3 の要素

（要素のことをこれから “元” と呼ぶ）である. そしてあみだ
くじをつなげるイメージから τσ という S3 の元を求める計

算法を定義できた. ちょっと難しい言い方をすると, S3 の内

部算法（積）を定めた,ということになる.

さて, “群”って何？という疑問に対して,（ちょっと煩いの
ですが）群の定義を与えましょう.
群の定義 ある集合 Gが群であるとは

①Gで内部算法が定義され,それについて閉じていること,す
なわち任意の2つの元 σ, τ に対し τσ が定義されていて, そ
の τσ が Gの元となること.
②結合則が成り立つこと,すなわち3つの任意の元 ρ（ローと
読む）, σ, τ に対して (ρσ)τ = ρ(στ) が成り立つ.
③単位元が存在すること,すなわちある元 I が存在して,任意
の元 σ に対して Iσ = σI = σ が成り立つ.
④逆元が存在すること, すなわち任意の元 σ に対してある元
τ が存在して τσ = στ = I 成り立つこと. このとき, τ のこと
を σ の逆元と言い, σ−1 と表す.

ナンノコッチャ？さっぱり意味わからん?! だよね～. ゆっく
り考えてみて. 身近な群の例とし, 正の実数全体の集合はか
け算に関して群となります.（正の実数×正の実数は正の実数
です.結合法則も成り立ちます.数字の1が単位元です.任意の
正の実数 a に対して a−1 = 1

a
が逆元です.）一つ問題とし

て,このプリントで具体例として出した σ と τ について, στ
を求めてみて下さい. 図2のあみだくじと図1のあみだくじを
この順でつなげてみればすぐわかります.（このネタはもう
ちょっと引っぱるぞ～）次回は Questの解答します.
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